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Probability Theory/Dynamical Systems
Lemme de cohe´rence et the´ore`me de Noether
stochastique
Jacky CRESSON a, Se´bastien DARSES b
aLaboratoire de Mathe´matiques, Universite´ de Franche-Comte´
bLaboratoire de Mathe´matiques, Universite´ de Franche-Comte´
Re´sume´
La proce´dure de plongement stochastique, de´finie dans [3], permet d’associer a` l’e´quation d’Euler-Lagrange
classique (EL) une e´quation d’Euler-Lagrange stochastique (ELS). Cette dernie`re est-elle sous-tendue par un
principe de moindre action ge´ne´ralise´ ? Pour aborder cette question, nous de´veloppons un calcul des variations
stochastique, initie´ par Yasue [6]. On donne un analogue stochastique naturel F de la fonctionnelle lagrangienne
d’action. On introduit une notion de stationnarite´ pour laquelle les solutions de (ELS) sont les points stationnaires
de F . La notion de stationnarite´ ainsi de´finie rend cohe´rent le calcul des variations stochastique vis-a`-vis de la
proce´dure de plongement stochastique. Enfin, nous de´montrons un the´ore`me de Noether stochastique qui sugge`re
d’introduire une nouvelle notion, celle d’inte´grale premie`re stochastique.
Pour citer cet article : A. Nom1, A. Nom2, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 340 (2005).
Abstract
Coherence lemma and stochastic Noether theorem. The stochastic embedding procedure defined in [3]
associates a stochastic Euler-Lagrange equation (SEL) to the standard Euler-Lagrange equation (EL). Can we
derive (SEL) from a generalized least action principle? To address this question, we develop a stochastic calculus
of variation initiated by Yasue [6]. We give a stochastic analog F of the lagrangian action functional. We introduce
a notion of stationarity according to which the solutions of (SEL) are the stationary points of F . This notion of
stationarity brings coherence to stochastic calculus of variation with respect to stochastic embedding. Finally, we
prove a stochastic Noether theorem which introduces an original notion of stochastic first integral. To cite this
article: A. Nom1, A. Nom2, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 340 (2005).
Email addresses: cresson@math.univ-fcomte.fr (Jacky CRESSON), darses@math.univ-fcomte.fr (Se´bastien
DARSES).
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1. De´finition d’un calcul des variations stochastique
On note I :=]a, b[ ou` a < b et J := [a, b] l’adhe´rence de I dans R. Soit K un corps et d ∈ N∗. On se
donne un espace probabilise´ (Ω,A, P ) sur lequel existent une famille croissante de tribus (Pt)t∈J et une
famille de´croissante de tribus (Ft)t∈J .
De´finition 1.1 On note C1
K
(J) l’ensemble des processus X de´finis sur J × Ω, a` valeurs dans Kd et
tels que : X soit (Pt) et (Ft) adapte´, pour tout t ∈ J Xt ∈ L
2(Ω), l’application t → Xt de J dans
L2(Ω) est continue, pour tout t ∈ I les quantite´s DXt = limh→0+ h
−1E[Xt+h − Xt | Pt], et D∗Xt =
limh→0+ h
−1E[Xt−Xt−h | Ft], existent dans L
2(Ω), et enfin les applications t→ DXt et t→ D∗Xt sont
continues de I dans L2(Ω).
Le comple´te´ de C1
K
(J) pour la norme ‖ X ‖= supt∈I(‖ Xt ‖L2(Ω) + ‖ DXt ‖L2(Ω) + ‖ D∗X(t) ‖L2(Ω)), est
encore note´ C1
K
(J), et simplement C1(J) quand K = R.
On note D la de´rive´e stochastique introduite dans [2] et de´finie par D =
D +D∗
2
+ i
D −D∗
2
.
On dira qu’un lagrangien L est admissible si la fonction L(x, v) est de´finie sur Rd × Cd, C1 en
x et holomorphe en v, et est re´elle quand v est re´el. L est dit naturel s’il s’e´crit L(x, v) = q(v) −
U(x) ou` q est une forme quadratique sur Cd et U un potentiel de classe C1 sur Rd. Soit alors la
fonctionnelle associe´e a` L de´finie par FJ : Ξ ⊂ C
1(J) → C, FJ (X) = E
[∫
J
L(Xt,DXt)dt
]
avec
Ξ =
{
X ∈ C1(J), E
[∫
J
|L(Xt,DXt)|dt
]
<∞
}
. On de´finit l’ensemble L des processus L-adapte´ L ={
X ∈ C1(J), ∂xL(Xt,DXt) ∈ C
1(J), ∂vL(Xt,DXt) ∈ C
1(J)
}
.
Soit Γ un sous espace de C1(J). On appelle Γ−variation d’un processus X ∈ C1(J), un processus de la
forme X+Z ou` Z ∈ Γ. Soit ΓΞ le sous-espace vectoriel de Γ de´fini par ΓΞ = {Z ∈ Γ, ∀X ∈ Ξ, Z +X ∈ Ξ},
et N1(J) le sous-espace vectoriel N1(J) = {X ∈ C1(J), DX = D∗X}. Posons alors la
De´finition 1.2 Si L est un Lagrangien admissible et FJ la fonctionnelle associe´e, FJ est dite Γ-diffe´rentiable
en un processus X ∈ Ξ si pour tout Z ∈ ΓΞ, FJ (X + Z)− FJ (X) = dFJ (X,Z) +RX(Z) , ou` dFJ (X,Z)
est une fonctionnelle line´aire en Z ∈ ΓΞ et RX(Z) = o(‖ Z ‖). De plus X est dit Γ−stationnaire si pour
tout Z ∈ ΓΞ, dFJ (X,Z) = 0.
On conside`re le cas Γ = N1(J). La N1(J)-diffe´rentielle de FJ est donne´e par :
Lemme 1.3 Soit L un lagrangien admissible dont toutes les diffe´rentielles secondes sont borne´es. Posons
g(Z, ∂vL)(s) = E [Zs∂vL(Xs,DXs)]. Alors N
1(I)Ξ = N
1(I) et la fonctionnelle FJ associe´e a` L est N
1(I)-
diffe´rentiable en tout processus X ∈ Ξ ∩ L, et pour tout Z ∈ N1(I), sa diffe´rentielle s’e´crit :
dFJ (X,Z) = E
[∫ b
a
(∂xL−D∂vL)(Xu,DXu)Zudu
]
+ g(Z, ∂vL)(b)− g(Z, ∂vL)(a).
De´monstration. A` l’aide du de´veloppement de Taylor de L, on a L(X+Z,D(X+Z))−L(X,DX) =
∂xL(X,DX)Z + ∂vL(X,DX)DZ +
∫ 1
0
(1− t)
(
∂2xL(T
t)Z2 + ∂2xvL(T
t)ZDZ + ∂2vL(T
t)(DZ)2
)
dt ou` T t =
(X+tZ,DX+tDZ). D’apre`s l’ine´galite´ de Cauchy-Schwarz, supJ E[|ZDZ|], supJ E[|Z|
2] et supJ E[|DZ|
2]
sont des O(‖Z‖2) car Z ∈ C1(J). De plus ∂2xvL, ∂
2
xL et ∂
2
vL sont borne´es et X ∈ Ξ∩L. On en de´duit que
N
1(I)Ξ = N
1(I) et FJ (X + Z)− FJ(X) = E
[∫ b
a
(∂xL(Xs,DXs)Zs + ∂vL(Xs,DXs)DZs) ds
]
+ o(‖Z‖).
On conclut en utilisant (1.4) et le fait que Z ∈ N1(J). 
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Rappelons les lemmes suivants respectivement de´montre´s dans [2] p.42 et [2] p.70, le premier ge´ne´ralisant
la ”loi produit” donne´e par Nelson dans [4] p.80, le deuxie`me e´tant l’analogue stochastique du lemme
classique des ”fonctions plateaux” (cf [1] p.57) :
Lemme 1.4 Soit X,Y ∈ C1
C
(I). Alors E[DXt · Yt +Xt · DYt] =
d
dt
E[Xt · Yt].
Lemme 1.5 Soit Y ∈ C1(J). Si pour tout Z ∈ N1(J)
∫
J
E[YuDZu]du = 0, alors Y est constant.
Des trois lemmes on de´duit le
The´ore`me 1.6 (N1-Principe de moindre action stochastique) Une condition ne´cessaire et suff-
isante pour qu’un processus X ∈ Ξ ∩ L soit un processus N1(J)−stationnaire pour FJ est qu’il ve´rifie
l’e´quation d’Euler-Langrange stochastique (ELS) : (∂xL−D∂vL)(Xu,DXu) = 0 sur J .
Le calcul des variations stochastiques est de´veloppe´ ici inde´pendemment de la proce´dure de plongement
stochastique de´finie dans [3]. Il devient cohe´rent avec cette dernie`re pour un choix ade´quat de l’espace de
variation, en ce sens que :
Lemme 1.7 (Lemme de cohe´rence) Le diagramme suivant commute :
L(x(t), x′(t))
⋆

S // L(Xt,DXt)
z

(EL)
S
// (ELS)
(1)
ou` ⋆ symbolise l’utilisation du principe de moindre action classique a` partir de la fonctionnelle∫
J
L(x(t), x′(t))dt, z celle du N1-principe de moindre action stochastique a` partir de E
[∫
J
L(Xt,DXt)dt
]
et S la proce´dure de plongement stochastique de´finie dans [3].
Dans [2] chap.7, on traite le cas Γ = C1(J) et on montre qu’une condition ne´cessaire et suffisante pour
qu’un processus X ∈ Ξ ∩ L soit un processus C1(J)−stationaire pour FJ est qu’il ve´rifie l’e´quation :
(∂xL − D∂vL)(Xu,DXu) = 0 sur J . Ce cas ne nous permet pas d’obtenir un lemme de cohe´rence mais
un the´ore`me de Noether stochastique.
2. The´ore`me de Noether stochastique
Les syme´tries apparaissant dans certains syste`mes lagrangiens induisent l’existence d’inte´grales premie`res
du mouvement (cf [1] p.88). Une question naturelle est alors d’e´tudier la persistance de ces objets fon-
damentaux sur le syste`me stochastise´ par la proce´dure de plongement. Introduisons l’ensemble P des
processus de´finis sur J×Ω et l’espace Λ(J) dont la de´finition est donne´e dans [2] p.24. On montre suivant
[5] que l’on peut calculer les de´rive´es D et D2 sur des e´le´ments de cet espace (cf [2] p.26). On rappelle le
The´ore`me 2.1 Soit X ∈ Λ et f ∈ C1,2(I ×Rd) telle que ∂tf , ∇f and ∂ijf sont borne´es. On obtient en
adoptant la convention d’Einstein sur la sommation des indices
(DXt)k =
(
b−
1
2pt
∂j(a
kjpt) +
i
2pt
∂j(a
kjpt)
)
(t,Xt), Df(t,Xt) =
(
∂tf +DXt · ∇f +
i
2
akj∂kjf
)
(t,Xt).
(2)
Nous donnons les de´finitions ne´cessaires a` l’e´tablissement d’un the´ore`me de Noether stochastique.
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De´finition 2.2 Soit φ : Rd → Rd un diffe´omorphisme. La suspension stochastique de φ est l’application
Φ : P → P de´finie par ∀X ∈ P , Φ(X)t(ω) = φ(Xt(ω)). Dans la suite on notera indiffe´remment le
diffe´omorphisme et sa suspension.
De plus un groupe a` un parame`tre de transformations Φs : Υ→ Υ, s ∈ R, ou` Υ ⊂ P, est appele´ un groupe
φ-suspendu agissant sur Υ s’il existe un groupe a` un parame`tre de diffe´omorphisme φs : R
d → Rd, s ∈ R,
tel que pour tout s ∈ R, Φs soit une suspension stochastique de φs, et pour tout X ∈ Υ, Φs(X) ∈ Υ.
De´finition 2.3 Un groupe a` un parame`tre de diffe´omorphismes est dit admissible si Φ = {φs}s∈R est
un groupe a` un parame`tre de C2-diffeomorphismes sur Rd tel que (s, x) 7→ ∂xφs(x) est C
2 et tel que la
formule (2) reste vrai pour toute fonction φs du groupe.
La dernie`re condition peut paraˆıtre tre`s restrictive, mais elle est ve´rifie´e pour les groupes a` un parame`tre
de diffe´omorphismes affines de Rd, ce qui est important dans le cas classique ([1] p.89− 90).
Lemme 2.4 Soit Φ = (φs)s∈R une suspension stochastique d’un groupe admissible a` un parame`tre de
diffe´omorphismes. Alors pour tout X ∈ Λ, et pour tout (t, s) ∈ I × R l’application s 7→ D(ΦsX)t est de
classe C1 p.s. et ∂s[D(φs(X))] = D [∂sφs(X)] p.s. .
De´finition 2.5 Soit Φ = (φs)s∈R ne suspension stochastique d’un groupe admissible a` un parame`tre de
diffe´omorphismes et L : C1(I) → C1
C
(I). La fonctionnelle L est invariante sous Φ si pour tout s ∈ R et
X ∈ C1(J), L(φsX,D(φs(X))) = L(X,DX).
Le the´ore`me s’e´nonce alors :
The´ore`me 2.6 Soit FJ la fonctionnelle de´finie sur Ξ ∩ Λ(J) par FJ(X) = E
[∫
J
L(Xt,DXt)dt
]
, ou`
L est un lagrangien admissible invariant sous le groupe admissible a` un parame`tre de diffe´omorphisme
Φ = (φs)s∈R. Soit X
0 ∈ Ξ ∩ Λ(J) un point C1(J)-stationnaire de FJ . On pose Yt(s) = Φs(X
0)t. Alors
d
dt
E
[
∂vL(X
0,DX0t ) ·
∂Yt
∂s
(0)
]
= 0.
De´monstration. On pose Vt(s) = (Yt(s),DYt(s)). Comme L est invariant sous Φ = {φs}s∈R, on a
∂
∂s
L(Vt(s)) = 0 (p.s.). Comme pour tout t ∈ J et tout ω ∈ Ω, Yt(·)(ω) ∈ C
1(R) et DYt(·)(ω) ∈ C
1(R),
on obtient ∂xL(Vt(s)) ·
∂Yt
∂s
+∂vL(Vt(s)) ·
∂DYt
∂s
= 0 (p.s.). En utilisant le lemme (2.4), cette e´quation est
e´quivalente a` ∂xL(Vt(s))·
∂Yt
∂s
+∂vL(Vt(s))·D
(
∂Yt
∂s
)
= 0 (p.s.). Comme X0 = Y (0) est un C1(J)−point
stationaire de FJ , on a ∂xL(Vt(0)) = D [∂vL(Vt(0))]. On en de´duit alors D [∂vL(Vt(0))] ·
∂Yt
∂s
(0) +
∂vL(Vt(0)) · D
(
∂Yt
∂s
(0)
)
= 0 (p.s.). D’ou` E
[
D [∂vL(Vt(0))] ·
∂Y
∂s
(0) + ∂vL(Vt(0)) · D
(
∂Yt
∂s
(0)
)]
= 0.
Avec le lemme (1.4), il vient
d
dt
E
[
∂vL(Vt(0)) ·
∂Yt
∂s
(0)
]
= 0. 
Ce the´ore`me sugge`re d’introduire la notion suivante d’inte´grale premie`re :
De´finition 2.7 Soit L un lagrangien admissible. Une fonctionnelle I : L2(Ω) → C est une inte´grale
premie`re pour l’e´quation d’ Euler-Lagrange stochastise´e associe´e a` L si
d
dt
[I(Xt)] = 0, pour tout X
satisfaisant une e´quation d’Euler-Lagrange stochastique.
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